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Questa tesi ha come oggetto lo studio di un meccanismo di riempimento
vasca, formato da un rullo trasportatore che viene utilizzato per portare il
materiale desiderato no all'interno di un contenitore.
All'interno delle moderne industrie l'utilizzo di macchinari automatizzati
 e molto presente. L'utilizzo di tali macchinari ha reso possibile un notevo-
le incremento della produzione ed una diminuzione dei costi all'interno delle
societ a, consentendo di aumentare notevolmente l'ecienza, la velocit a e l'af-
dabilit a con cui il trasporto di un materiale viene eettuato.
Per i vantaggi introdotti lo studio e la progettazione di tali sistemi  e di fon-
damentale importanza per il buon funzionamento delle catene di montaggio,
sempre pi u essenziali al giorno d'oggi.
Allo stesso modo,  e importante il corretto settaggio dei parametri di fun-
zionamento in base sia all'impianto da costruire, sia al prodotto o materiale
da trasportare.
Il sistema composto da tali macchinari deve pertanto essere per prima cosa
compreso a fondo nel suo funzionamento e successivamente reso pi u ecien-
te. Per ottimizzare tale sistema sar a necessario sintetizzare un dispositivo di
controllo opportuno tale da soddisfare il pi u possibile le speciche di progetto
desiderate.
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Introduzione al modello
12 1. Introduzione al modello
1.1 Descrizione del fenomeno
Vogliamo studiare un sistema per il trasporto di materiale ed il riempi-
mento di un serbatoio. (Figura1.1).
Il meccanismo  e formato da un nastro trasportatore, sul quale viene posto il
materiale. Questo  e posto sopra due pulegge, che, ruotando, lo fanno muo-
vere, e con esso il materiale. Le pulegge sono collegate ad un motore tramite
un albero posto al centro di una di esse.
Figura 1.1: Sistema di riempimento serbatoio
Quando nisce il nastro, il materiale cade all'interno di una vasca con
una specica capacit a. La vasca  e dotata di un meccanismo di svuotamento
che agisce in modo invariante sul materiale presente, facendo in modo che ne
fuoriesca sempre la stessa quantit a; questo pu o essere semplicemente schema-
tizzato con un foro all'interno del serbatoio che produce ovviamente un 
usso1.2 Il modello 3
(se esso  e omogeneo e la quantit a presente all'interno del serbatoio consente
sempre una piena portata).
All'interno di un sistema articolato  e necessario studiare attentamente
i parametri di progetto per evitare malfunzionamenti. In questo specico
macchinario  e possibile programmare direttamente solamente la coppia del
motore attraverso la quale si fa ruotare l'albero. Agendo su questa grandezza
bisogna controllare, non solo la velocit a con cui il materiale si sposta sopra
il nastro, ma anche fare in modo che la quantit a di materiale presente nel
serbatoio non sia eccessiva.
Proprio di questi problemi si tratter a nel proseguo, cercando di rendere il
sistema robusto, ovvero funzionante sia in una situazione ideale sia nel caso
in cui vi sia una variazione dei parametri nominali (situazione altamente
probabile in un caso reale).
1.2 Il modello
1.2.1 La scelta dei parametri
Dopo aver descritto in maniera generica il fenomeno  e necessario mo-
dellizzarlo cos  da poter studiare in modo completo e preciso l'evolversi del
sistema nel tempo.
Per fare questo  e necessario individuare i parametri rilevanti, ovvero quel-
le grandezze siche attraverso le quali  e possibile rappresentare il moto del
sistema. L'unica grandezza controllabile  e, come gi a detto, la coppia motore
(C), che rende possibile il moto della puleggia a cui  e collegato l'albero. In-
vece di utilizzare come variabile la velocit a angolare  e pi u ecace considerare
la posizione angolare del motore () nel tempo (in realt a  e pi u corretto dire
la posizione dell'albero posto al centro della puleggia, che viene fatto ruotare
dal motore). Da questa  e semplice ottenere poi la velocit a angolare della
puleggia, attraverso la sua derivata.
Per descrivere esaustivamente il sistema sono per o necessarie altre rela-
zioni relative alle forze che si oppongono al moto del motore ed alla quantit a4 1. Introduzione al modello
di materiale trasportato. In Figura1.2 sono indicati tutti i parametri che
verranno utilizzati nell'analisi.
q1 , d
r J , b
C θ
q2
p0
l
Figura 1.2: Sistema di riempimento serbatoio, con parametri rilevanti
L'inerzia del motore contro la puleggia  e rappresentata dal coeciente J,
mentre il coeciente di smorzamento del motore  e b. Il volume di materiale
trasportato dal nastro  e q1 mentre d  e la sua densit a; r ed l individuano
rispettivamete raggio della puleggia e lunghezza del nastro trasportatore.
Relativamente al motore conosciamo la sua coppia (C); q2 corrisponde al
volume di materia presente all'interno del serbatoio. Ovviamente esso  e una
grandezza variabile e rappresenta anche la variabile di uscita del sistema. La
portata volumetrica media alla quale il serbatoio viene svuotato  e p0; essendo
una media, tale parametro risulta costante ed indipendente dal tempo.1.2 Il modello 5
1.2.2 Modello Analitico
 E ora necessario esaminare le forze agenti sul sistema per ottenere una
descrizione analitica del fenomeno.
Bastano due equazioni per rappresentare il modello: la prima riguarda
la coppia del motore e tutte quelle forze che vi si oppongono, la seconda
 e relativa al volume di materiale che viene prima trasportato poi posto nel
serbatoio ed inne svuotato da esso.
L'unico momento meccanico esterno che agisce sul sistema, altrimenti in
quiete,  e la coppia motore C; questa viene bilanciata in parte dallo smorza-
mento del motore (b) e dalla sua inerzia, ed in parte viene usata per mettere
in rotazione la puleggia e di conseguenza il nastro trasportatore.
La coppia motore sicamente  e un momento, pertanto per poter scrivere
un equazione di bilancio dobbiamo calcolare i momenti delle altre forze.
 La forza d'inerzia pu o essere espressa tramite l'angolo di rotazione
del motore () utilizzando la relazione: x = r; dove r  e il raggio
della puleggia e x l'arco di circonferenza percorso. Possiamo pertanto
scrivere:
F = ma = m
d2x
d2t
= m
d2(r)
d2t
:
Il raggio r  e una quantit a costante, pertanto:
F = mr
d2
d2t
:
Per poterla eguagliare alla coppia  e per o necessario ottenere il momento
della forza stessa, M = F l. In questo caso agisce ad una distanza che
possiamo considerare costante ed uguale a r; l'angolo di incidenza della
forza  e 90. Il modulo del momento relativo all'inerzia risulta essere:
MI = F sin(

2
)r = mr
2d2
d2t
La costante sperimentale J introdotta precedentemente raggruppa al
suo interno mr2, cos  da rendere pi u agevole la scrittura che diventa
MI = J . L'unit a di misura di J  e [J] = Kg m2.6 1. Introduzione al modello
 La forza dovuta al peso del materiale trasportato, che si oppone
al moto del motore, dipende da  (in realt a anche questa sarebbe una
forza d'inerzia). La massa del materiale  e m = q1d, essendo d la densit a
di materiale per unit a di volume e q1 il volume. L'accellerazione, ne-
cessaria per calcolare la forza, si ottiene con un ragionamento analogo
a quello svolto nel punto precedente; il risultato  e a = rd2
d2t.
La forza  e applicata, anche in questo caso, con un angolo di 90. Il
modulo della forza ed il modulo del momento valgono, rispettivamente,
F = ma = q1dr  MP = F  r = q1dr
2 :
In questo caso abbiamo considerato la forza agente ad una distan-
za ssa r anche se in realt a agisce su tutta la lunghezza del nastro;
quest'approssimazione  e lecit a se il nastro non  e troppo lungo.
 L'ultimo momento da prendere in considerazione  e quello generato dal-
la forza di smorzamento del motore. Il coeciente di smorzamento
b ha unit a di misura [b] = N m s
rad . Questo  e un coeciente sperimentale
ottenuto tramite lo studio della velocit a angolare di rotazione del moto-
re. Per ottenere il momento che stiamo cercando  e pertanto suciente
moltiplicarlo per essa:
MS = b_ 
A questo punto abbiamo calcolato tutti i fattori che compongono la prima
equazione, possiamo pertanto scrivere:
C = MI + MP + MS =) C = J  + q1dr
2  + b_ 
Raggruppando i termini relativi a  , otteniamo la forma nale della prima
equazione:
(J + q1dr2)  + b_  = C
Passiamo ora ad analizzare le leggi che governano il 
usso di materiale
all'interno del sistema. In questo caso invece di bilanciare le forze, come nel
caso precedente, bilanciamo i 
ussi di materia.1.2 Il modello 7
All'interno del sistema vi sono tre 
ussi:
 Il 
usso in entrata corrisponde alla materia che viene portata dal
nastro trasportatore n dentro al serbatoio. Per ottenerlo bisogna cal-
colare sia la velocit a con cui essa si muove (vIN) sia il volume per
unit a di lunghezza (VIN). Infatti il 
usso pu o essere scritto come:
IN = vINVIN. Abbiamo gi a ottenuto la velocit a angolare della pu-
leggia come derivata della posizione angolare del motore ( _ ); questa,
moltiplicata per il raggio (r), corrisponde alla velocit a tangenziale di
un punto della supercie esterna. Essendo il nastro una struttura rigi-
da, ed essendo una parte di esso collegata esternamente alla puleggia,
possiamo concludere che anch'esso si muove con la medesima velocit a
tangenziale (il materiale viene ipotizzato solidale al nastro). Possiamo
pertanto scrivere vIN = r _ . Il volume si ottiene da quello totale del ma-
teriale (q1) diviso la lunghezza totale del nastro (l). Il 
usso risultante
da queste considerazioni  e:
IN = vINVIN =
q1r
l
_ 
 Il 
usso del serbatoio  e pi u semplice da scrivere poich e conoscendo il
volume di materia presente al suo interno istante per istante (q2), basta
derivarlo per ottenerlo. La variazione in un tempo innitesimo di un
volume corrisponde infatti ad un 
usso. Pertanto:
SERBATOIO = _ q2
 Il 
usso di svuotamento  e composto solamente da p0 che  e gi a di per
s e un 
usso e pertanto porta immediatamente all'equazione
OUT = p0:
A questo punto abbiamo tutti gli elementi per scrivere la seconda equa-
zione relativa alla dinamica del sistema; prestando per o attenzione a quali

ussi sono entranti e quali sono uscenti. Il 
usso di materia presente nel8 1. Introduzione al modello
serbatoio (SERBATOIO) corrisponde al 
usso entrante (IN) meno quello
uscente (OUT) pertanto:
SERBATOIO = IN   OUT
ovvero:
_ q2 =
q1r
l
_    p0
Per ottenere il modello completo l'ultimo passaggio consiste nell'intro-
durre una semplice equazione di misura che corrisponde a ci o che misuriamo
come output del sistema (y = q2).
Abbiamo concluso la modellizzazione del fenomeno sico ottenendo tre
relazioni che ne descrivono esaustivamente la dinamica interna.
8
> > <
> > :
(J + q1dr2)  + b_  = C
_ q2 =
q1r
l
_    p0
y = q2Capitolo 2
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2.1 Formalizzazione
Lo studio del fenomeno sico in esame ci ha portato ad un modello ma-
tematico di cui  e ora necessario valutarne la stabilit a BIBO. Per fare ci o vo-
gliamo prima convertire la precedente descrizione matematica in un modello
di stato.
Per prima cosa deniamo il vettore delle variabili di stato che ha dimen-
sione tre:
x = [x1; x2; x3]
T = [; _ ; q2]
T:
La scelta di tali variabili e naturale poich e, oltre ad essere le uniche dipendenti
dal tempo, consentono anche di eliminare le derivate seconde presenti nelle
equazioni, semplicando cos  i calcoli.
Riscrivendo le equazioni del sistema in funzione di queste variabili, dob-
biamo anche inserire una nuova relazione _ x1 = x2, ottenendo pertanto:
8
> > > > <
> > > > :
(J + q1dr2) _ x2 + bx2 = C
_ x3 =
q1r
l x2   p0
_ x1 = x2
y = x3
Riordiniamo ora i termini in modo da ottenere da una parte le derivate e
dall'altra le variabili non derivate e le costanti:
8
> > > > <
> > > > :
_ x1 = x2
_ x2 =   b
J+q1dr2x2 + C
J+q1dr2
_ x3 =
q1r
l x2   p0
y = x3
 E semplice ora individuare le matrici che compongono le equazioni del
sistema:
F =
2
6 6
4
0 1 0
0   b
J+q1dr2 0
0
q1r
l 0
3
7 7
5 Gu =
2
6 6
4
0
1
J+q1dr2
0
3
7 7
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Gd =
2
6 6
4
0
0
1
3
7 7
5 H =
2
6 6
4
0
0
1
3
7 7
5
Le equazioni riscritte sfruttando queste matrici diventano:
(
_ x = Fx + Guu   Gdp0
y = Hx
2.2 Stabilit a
Lo studio della stabilit a asintotica e BIBO di un sistema  e uno degli
aspetti pi u importanti per comprenderne la dinamica. La stabilit a fornisce
informazioni sull'andamento nel tempo: se infatti il sistema  e BIBO stabile
dopo un iniziale transitorio tender a o a zero o ad una quantit a ssa; se non
lo  e diverger a.
Per prima cosa individuiamo i punti di equilibrio del sistema ad ingres-
so costante. Il metodo per ottenerli consiste nell'assumere ingresso costante
e annullare le derivate delle variabili ovvero imporre _ x = 0; ci o corrisponde
a scrivere:
Fxeq + Guu0   Gdp0 = 0
Le condizioni sulle singole equazioni sono:
8
> > > > > > > <
> > > > > > > :
x2 = 0
  b
J+dq1r2x2 + uo
J+dq1r2 = 0
q1r
l x2   p0 = 0
Operando alcuni passaggi algebrici possiamo scrivere:
8
> > > <
> > > :
x2 = 0
  b
dq1r2+Jx2 +
u0
J+dq1r2 = 0
q1r
l x2   p0 = 012 2. Analisi del modello
Le equazioni che si ottengono impongono x2 = 0. La condizione x2 = 0
comporta che u0 = x2
b
dq1r2+J = 0 ed allo stesso modo p0 = x2
q1r
l = 0.
Invece i valori di x1 e x3 all'equilibrio sono completamente arbitrari e quindi
abbiamo un numero innito di punti di equilibrio, tutti ottenuti in corri-
spondenza ad ingressi nulli ed esprimibili nella forma (x1;0;x3), con x1 e
x3 arbitrari in R. Come spesso accade, questo caso  e banale e facilmente
prevedibile a priori; basti pensare che x2 = 0 signica che la puleggia non
gira e ovviamente questo accade solo se la coppia motore  e nulla, questi due
avvenimenti rendono nulla anche la portata volumetrica di svuotamento del
serbatoio.
Il sistema  e immobile e pertanto ovviamente in equilibrio.
La stabilit a si pu o studiare in diversi modi; quello che useremo in questo
caso  e lo studio dei modi del sistema. Per fare ci o  e necessario individuare
gli autovalori della matrice F, cos  da ricondursi ai modi elementari.
Prima di iniziare l'analisi, introduciamo dei valori sperimentali per le costanti
presenti nel sistema cos  da ottenere dei risultati vicini a quelli riscontrabili
in una situazione reale.
Consideriamo i seguenti valori dei parametri e delle grandezze in gioco: J =
0;5 Kg m2; q1 = 1 m3; d = 100 Kg=m3; r = 0;3 m; l = 10 m; b =
1 N m s=rad; p0 = 0;01m3=s
det(I   F) = 0 )
 
     
  1 0
0  + 0;1053 0
0  0;03 
 
     
= 0
Sviluppando il determinante risulta:

2( + 0;1053) = 0
Gli autovalori associati a F sono pertanto 1 = 0 e 2 =  0;1053. Il seccondo
autovalore ha sicuramente molteplicit a geometrica e algebrica coincidenti ed
uguali a 1 (2 = 2 = 1). Dal calcolo con cui abbiamo ottenuto gli autovalori2.2 Stabilit a 13
si deduce che la molteplicit a algebrica (1)  e due, essendovi il termine 2
nella fattorizzazione del determinante. Per controllare le molteplicit a di 1
bisogna invece calcolare la dimensione del Kernel della matrice (1I   F),
che corrisponde alla molteplicit a geometrica di 1. Da
(1I   F) =
2
6 6
4
0  1 0
0 0;1053 0
0  0;03 0
3
7 7
5
segue
1 = dim(ker(1I   F)) = dim(1I   F)   rango(1I   F):
I vettori riga che compongono la matrice 1I   F sono tutti linearmente
dipendenti, in quanto tutti multipli (non nulli) del vettore e2 della base ca-
nonica. Il rango  e uguale a uno, mentre la dimensione  e uguale a tre.
La molteplicit a geometrica risulta pertanto due.
I risultati ottenuti sono:
8
<
:
1 = 0 1 = 2; 1 = 2
2 =  0;1053 2 = 1; 2 = 1
Da questi risultati possiamo gi a stabilire i modi associati a questi auto-
valori:
 1 avendo la molteplicit a geometrica uguale a quella algebrica ha un
solo modo che  e limitato ed uguale a 1 (e0t).
 2 avendo molteplicit a algebrica unitaria e Re(2) < 0 genera un modo
convergente che vale e2 = e 0;1053.
Possiamo pertanto concludere per la stabilit a asintotica e quindi BIBO del
sistema.
Una scrittura esplicita dello stato del sistema al generico istante t  e espri-
mibile attraverso l'utilizzo delle matrici di cambiamento di base (T e T  1) e
la forma canonica di Jordan Fj di F.14 2. Analisi del modello
La relazione che lega queste tre matrici  e F  e F = TFjT  1.
Dato che sono noti sia gli autovalori che le loro molteplicit a, la struttura
della forma di Jordan  e immediata.  E infatti formata da tre miniblocchi di
dimensione 1:
Fj =
2
6 6
4
1 0 0
0 1 0
0 0 2
3
7 7
5 =
2
6 6
4
0 0 0
0 0 0
0 0  0;1053
3
7 7
5
Le matrici di cambio di base hanno come colonne gli autovettori relativi
agli autovalori della matrice F. Per calcolarle, procediamo al calcolo degli
autovettori relativi a 1 e 2. Da
(1I   F)x = 0 )
2
6 6
4
0  1 0
0 0;1053 0
0  0;03 0
3
7 7
5
2
6 6
4
x1
x2
x3
3
7 7
5 = 0
segue 8
> > > <
> > > :
x2 = 0
0;1053x2 = 0
0;03x2 = 0
L'unica condizione individuata da queste equazioni  e x2 = 0.
Il generico autovettore  e pertanto della forma:
v1 = [; 0; ]
T
Questo vettore ha due gradi di libert a e genera uno spazio vettoriale di dimen-
sione due. Per rappresentarlo possiamo scegliere i vettori della base canonica
e1 e e3, tali vettori sono anche autovettori relativi a 1 poich e rispettano
l'unica condizione necessaria per esserlo, ovvero x2 = 0.
Calcoliamo ora l'autovettore relativo a 2:
(2I   F)x = 0 )
2
6 6
4
 0;1053  1 0
0  0;1053 + 0;1053 0
0  0;03  0;1053
3
7 7
5
2
6 6
4
x1
x2
x3
3
7 7
5 = 02.2 Stabilit a 15
8
> > > <
> > > :
 0;1053x1 = x2 x1 =  
x2
0;1053
0
 0;03x2   0;1053x3 = 0 x3 =  
0;03
0;1053x2
Abbiamo ottenuto che il generico autovettore  e del tipo:
v2 = [;  0;1053; 0;03]
T
Esso ha un solo grado di libert a, come era logico aspettarsi da un autovalore
di molteplicit a geometrica uno. Basta determinare una delle variabili per
ottenerne un esemplare. Se ad esempio poniamo x1 = 1 otteniamo v2 =
[1;  0;1053; 0;03]. Tale vettore costituisce l'ultima colonna della matrice
T. Otteniamo in tal modo:
T =
2
6 6
4
1 0 1
0 0  0;1053
0 1 0;03
3
7 7
5
Per poter calcolare la soluzione rimane da calcolare T
 1. Calcoliamo per
prima cosa adj(T), i cui elementi sono i determinanti (con segno) dei minori
di ordine massimo della matrice T
T. Si ha
T
T =
2
6
6
4
1 0 0
0 0 1
1  0;1053 0;03
3
7
7
5
da cui
adj
(T) =
2
6 6
4
x11  x12 x13
 x21 x22  x23
x31  x32 x33
3
7 7
5
con
x11 =
 
  
0 1
 0;1053 0;03
 
  
= 0;1053; x12 =
 
  
1 0
0;03 1
 
  
= 1; x13 =
 
  
0 0
1  0;1053
 
  
= 0;16 2. Analisi del modello
x21 =
 
  
0;1053 0;03
0 0
 
  
= 0; x22 =
 
  
0;03 1
0 1
 
  
= 0;03; x23 =
 
  
1  0;1053
1 0
 
  
= 0;1053
x31 =
 
  
0 0
0 1
 
  
= 0; x32 =
 
  
1 1
1 0
 
  
=  1; x33 =
 
  
1 0
0 0
 
  
= 0
ovvero
adj(T) =
2
6 6
4
0;1053  1 0
0 0;03  0;1053
0 1 0
3
7 7
5
A questo punto possiamo procedere al calcolo di T  1.
T
 1 =
adj(T)
det(T)
=
1
0;1053
2
6 6
4
0;1053 0 0
 1 0;03 1
0  0;1053 0
3
7 7
5 =
2
6 6
4
1 0 0
  1
0;1053
0;03
0;1053 1
0  1 0
3
7 7
5
Abbiamo ottenuto tutti gli elementi che ci consentono di arrivare all'e-
spressione esplicita della dinamica del sistema. La dinamica dipende ovvia-
mente dalle condizioni iniziali da cui parte il sistema.
La formula esplicita  e:
x(t) = TeFjtT  1x(0)
con e
Fjt =
2
6
6
4
1 0 0
0 1 0
0 0 e 0;1053t
3
7
7
5
Come abbiamo gi a detto, questo sistema risulta essere asintoticamente (e
quindi BIBO) stabile poich e presenta modi elementari convergenti.2.3 Funzioni di trasferimento 17
2.3 Funzioni di trasferimento
Lo studio della funzione di trasferimento tra ingresso ed uscita fornisce
informazioni aggiuntive rispetto alle considerazioni sulla stabilit a fatte in pre-
cedenza. Introduciamo all'interno del nostro modello un elemento che nella
trattazione precedente abbiamo potuto trascurare senza perdita di genera-
lit a, ovvero il rumore nella portata media di svuotamento (p0;d). L'unica cosa
che cambia all'interno del modello  e la presenza di p0(t)   p0;d(t) invece del
termine p0(t).
Per procedere col calcolo della FdT utiliziamo le trasformate di Lapace, ed
in particolare la propriet a della derivata:
L[_ x(t)]  ! sX(s)   x(0
 )
Applichiamo ora tale propriet a al sistema:
8
<
:
_ x(t) = Fx(t) + Guu(t) + Gd(p0(t)   p0;d(t))
y(t) = Hx(t)
# L
8
<
:
sX(s)   x(0 ) = FX(s) + GuU(s) + Gd(P0;d(s)   P0(s))
Y (s) = HX(s)
Riordinando la prima equazione e esplicitando X(s) risulta:
X(s)(sI   F) = x(0
 ) + GuU(s) + Gd(P0;d(s)   P0(s))
X(s) = (sI  F)
 1x(0)+(sI  F)
 1GuU(s)+(sI  F)
 1Gd(P0;d(s) P0(s)):
Sostituiamo questo risultato nella seconda equazione e antitrasformiamo in
modo da ottenere y(t).
Y (s) = H(sI F)
 1x(0)+H(sI   F)
 1Gu | {z }
W1(s)
U(s)+H(sI   F)
 1Gd | {z }
W2
(P0;d(s) P0(s))
# L 118 2. Analisi del modello
y(t) = He
Ftx(0)
| {z }
evoluzione libera
+
Z 0
t
[He
F(t )Guu() + He
F(t )Gd(p0;d()   p0())]d
| {z }
evoluzione forzata
L'evoluzione forzata  e composta da yf(t) = w1(t)u(t)+w2(t)(p0;d(t) p0(t))
con w1(t) e w2(t) le antitrasformate di W1(s) e W2(s).
 W1(s)  e la funzione di trasferimento dell'ingresso u=C (in questo caso
costante) rispetto l'uscita y = q2:
W1(s) =
Y (s)
U(s)
:
 W2(s) corrisponde alla FdT dal 
usso di svuotamento del serbatoio
verso l'uscita:
W2(s) =
Y (s)
P0;d(s)   P0(s)
:
2.3.1 Studio di W1(s)
Per studiare questa funzione di trasferimento, attraverso i diagrammi di
Bode di modulo e fase,  e prima necessario trovarne la forma esplicita:
W1(s) = H(sI   F)
 1Gu =
2
6
6
4
0
0
1
3
7
7
5
2
6
6
4
s  1 0
0 s + 0;1053 0
0  0;03 s
3
7
7
5
 1 2
6
6
4
0
0;1053
0
3
7
7
5
L'unico elemento che dobbiamo calcolare  e (sI   F) 1, per farlo iniziamo
determinandone l'aggiunta. Si trova:
adj(sI   F) =
2
6 6
4
s(s + 0;1053)  s 0
0 s2 0
0 0;03s s(s + 0;1053)
3
7 7
5
Possiamo ora calcolare la matrice inversa:
(sI F)
 1 =
adj(sI   F)
det(sI   F)
=
1
s2(s + 0;1053)
2
6 6
4
s(s + 0;1053)  s 0
0 s2 0
0 0;03s s(s + 0;1053)
3
7 7
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(sI   F)
 1 =
2
6
6
4
1
s
 1
s(s+0;1053) 0
0 1
s+0;1053 0
0
0;03
s(s+0;1053)
1
s
3
7
7
5
A questo punto abbiamo tutti gli elementi per determinare la FdT.
W1(s) = H(sI   F)
 1Gu =
h
0 0 1
i
2
6 6
4
1
s
 1
s(s+0;1053) 0
0 1
s+0;1053 0
0
0;03
s(s+0;1053)
1
s
3
7 7
5
2
6 6
4
0
0;1053
0
3
7 7
5
=
h
0
0;03
s(s+0;1053)
1
s
i
2
6 6
4
0
0;1053
0
3
7 7
5 =
0;03
s( s
0;1053 + 1)
La FdT tra l'ingresso costante u = C e l'uscita y  e esprimibile in modo pi u
semplice come:
W1(s) =
0;003
s(s+0;1053)
Possiamo ora analizzarla tramite i diagrammi di Bode.
Studiamo per prima cosa il diagramma asintotico; per fare ci o  e necessario
portare in evidenza la costante di Bode (kB) e la pulsazione di spezzamento
(!H).
W1(s) = kB
1
s(s=!H + 1)
= 0;285
1
s( s
0;1053 + 1)
In questo caso pertanto kB = 0;285 e !H = 0;1053.
Per dedurre il diagramma asintotico bisogna studiare la FdT in bassa fre-
quenza ed in alta frequenza.
 Se !  !H la componente (s=!H+1) risulta trascurabile; vi  e pertanto
solo un polo in zero e la costante. Il polo comporta una pendenza di
-20 dB=dec, essendo il polo in ! = 0 ed essendovi sull'asse delle ascisse
log10(!) l'azione del polo inizia a  1 nel graco. Sull'ordinata compare
invece il modulo della risposta in frequenza calcolato in dB (jW1(j!)jdB
tendo conto che W1(j!) = W1(s)js=j!). La costante di Bode ha la sola20 2. Analisi del modello
funzione di traslare verso l'alto il graco di una quantit a pari a kBjdB.
L'andamento asintotico del graco prima del punto di spezzamento
pertanto  e una retta con pendenza -20dB=dec e con intercetta kBjdB.
Per quanto riguarda la fase, kB non la fa variare essendo positiva, al
contrario il polo nell'origine conferisce alla FdT una fase di -90, anche
questa inizia da  1 nel graco.
 Se !  !H  e necessario tenere conto anche del contributo di (s=!H +
1). Il modulo subisce un ulteriore decremento della pendenza essendo
anche questo un polo, precisamente di altri 20 dB, arrivando cos  a
-40 dB=dec. Il polo  e in ! =  0;1053 pertanto  e un polo stabile che
comporta un abbassamento di fase di altri 90, arrivando cos  a -180.
Il diagramma reale si scosta di poco da quello asintotico poich e non vi
sono termini trinomi che potrebbero introdurre picchi di risonanza; pi u pre-
cisamente in ! = !H si scosta circa di 3 dB.
La Figura2.1 rappresenta i graci appena descritti.
Figura 2.1: Diagrammi del modulo e della fase di W1(j!)
Il margine di fase relativo a tale funzione  e buono, infatti m' > 60 assi-
cura una buona stabilit a rispetto alle piccole incertezze relative ai parametri2.3 Funzioni di trasferimento 21
nominali usati.
Purtroppo la pulsazione di attraversamento !a risulta molto bassa e, essen-
do circa proporzionale al tempo di salita del sistema, fa intendere che eet-
tivamente il sistema  e stabile e non produce sovraelongazioni; tutti aspetti
positivi, ma il tempo che impiega ad arrivare a regime  e molto alto e questo,
nella maggior parte dei casi, non  e accettabile.
In proseguio utilizzeremo la retroazione e vari controllori per ovviare pro-
prio a questo problema, mantenendo per o inalterate le caratteristiche positive
della FdT.
2.3.2 Studio di W2(s)
Il calcolo della FdT tra il segnale disturbato P0;d(s)   P0(s) e l'uscita
(Y (s))  e agevolato dall'aver gi a a disposizione (sI   F) 1. Si trova, infatti,
W2(s) = H(sI   F)
 1Gd =
h
0 0 1
i
2
6
6
4
1
s
 1
s(s+0;1053) 0
0 1
s+0;1053 0
0
0;03
s(s+0;1053)
1
s
3
7
7
5
2
6
6
4
0
0
1
3
7
7
5
=
h
0
0;03
s(s+0;1053)
1
s
i
2
6 6
4
0
0
1
3
7 7
5 =
1
s
Il risultato nale d a come FdT l'integratore:
W2(s) = 1
s
Il diagramma di Bode di tale funzione  e costituito da una singola retta con
pendenza -20 dB=dec questo poich e l'unico polo presente  e in zero. La fase
 e costante e vale -90 (Figura2.2). Il diagramma asintotico di tale funzione
coincide in ogni punto con quello reale.22 2. Analisi del modello
Figura 2.2: Diagrammi del modulo e della fase di W2(j!)Capitolo 3
Retroazione unitaria e
controllore proporzionale
2324 3. Retroazione unitaria e controllore proporzionale
Il sistema analizzato presenta caratteristiche non ottimali per l'utilizzo
pratico, in particolare il tempo di salita risulta essere eccessivamente elevato.
Ci apprestiamo pertanto ad introdurre dei metodi per cercare di migliorare
tali difetti cos  da renderlo il pi u possibile funzionale ed eciente.
In questo capitolo andremo a valutare gli eetti sulle prestazioni del sistema
di una retroazione unitaria, prima da sola e successivamente assieme ad
un'azione di controllo proporzionale. A priori non  e possibile prevedere
se questi metodi porteranno miglioramenti eettivi all'interno del sistema.
3.1 Retroazione unitaria
La retroazione consiste nel sottrarre l'uscita (y) al segnale che vogliamo
inseguire (r), ottenendo cos  il segnale che che entra nell'impianto da retroa-
zionare (u). Questo meccanismo spesso porta miglioramenti, poich e riesce a
modicare i poli del sistema.
Di seguito cambieremo le notazioni e useremo G(s) per la FdT del sistema
non retroazionato (ovvero quella che chiamavamo W1(s)), mentre W(s) la
FdT del sistema retroazionato.
Il diagramma a blocchi del sistema  e quello rappresentato in Figura3.1.
r u y                0,03
          s(s+0,105) G(s)=
Figura 3.1: Sistema con retroazione unitaria3.1 Retroazione unitaria 25
Le relazioni di questo nuovo sistema sono:
8
<
:
U(s) = R(s)   Y (s)
Y (s) = G(s)U(s)
) Y (s) =
G(s)
1 + G(s)
R(s)
da cui ricaviamo la nuova FdT del sistema retroazionato W(s):
8
<
:
W(s) =
G(s)
1+G(s)
Y (s) = W(s)R(s)
Nello specico sistema in esame risulta:
W(s) =
0;003
s2+0;0153s+0;003
Analizziamo questa FdT tramite i diagrammi di Bode e Nyquist.
Per prima cosa mettiamo in evidenza il termine trinomio presente al deno-
minatore.
W(s) =
1
s2
0;003 +
0;1053s
0;003 + 1
con
8
<
:
!n =
p
0;003  = 0;055
 =
0;1053
2
p
0;003
 = 0;95(> 1 p
2)
La presenza di un termine trinomio ( s
!2
n+2 s
!n+1) comporta delle oscillazioni
nell'andamento del sistema solamente se compare un picco di risonanza (!r),
in questo non vi  e poich e  > 1 p
2 che  e il valore massimo per averne uno.
La FdT non contiene termini che agiscono da ! = 0, pertanto sia la fase
che il modulo rimangono costanti nch e non ci si avvicina alla pulsazione
naturale; pi u precisamente il modulo vale 0dB e la fase 0. Quando ! supera
!n il modulo inizia a scendere con una pendenza di -40 dB=dec. Anche la
fase nei pressi di !n inizia a scendere no a raggiungere -180, valore al quale
tende asintoticamente per !  !n.
Queste considerazioni si possono osservare in Figura3.2.
Dal graco possiamo anche notare che il margine di fase (m')  e rimasto
pressoch e costante, ci o  e importante in quanto costituva, e costituisce, una
buona caratteristica della FdT, poich e un margine alto assicura una buona26 3. Retroazione unitaria e controllore proporzionale
robustezza del sistema alle inevitabili variazioni dei valori nominali dei para-
metri.
La pulsazione di attraversamento purtroppo peggiora passando da !ajdB  =
10 1;5 a !ajdB = 10 2, rendendo cos  il sistema ancora pi u lento.
Figura 3.2: Sistema con retroazione unitaria
Per quanto riguarda la stabilit a BIBO possiamo utilizzare il criterio di
Nyquist.
Per prima cosa deduciamo il diagramma di Nyquist della G(j!) a partire
dai precedenti graci. Il modulo parte da 1 per ! = 0, rimane pressoch e
costante, come del resto la fase, nch e non si arriva vicino alla pulsazione
naturale. Sia il modulo che la fase calano; il primo no ad arrivare a 0, la
seconda invece tende a -180.3.1 Retroazione unitaria 27
Il graco che si ottiene  e in Figura3.3.
Il numero di giri che la curva compie attorno al punto -1  e NG = 0 e anche il
numero di poli instabili della FdT del sistema non retroazionato  e zero (ha
un unico polo in p =  0;1053). Pertanto essendo:
nW+ = nG+   NG = 0
si pu o pertanto concludere per la stabilit a BIBO del sistema retroazionato.
Figura 3.3: Sistema con retroazione unitaria
Da quest'analisi si deduce che la retroazione unitaria non migliora le ca-
ratteristiche del sistema, anzi peggiora la pulsazione di attraversamento che
gi a precedentemente con era buona. Questo metodo risulta pertanto non
idoneo al sistema in questione.28 3. Retroazione unitaria e controllore proporzionale
3.2 Controllore proporzionale
Proviamo ora ad utilizzare un controllore proporzionale per migliorare le
caratteristiche del sistema.
La struttura del sistema  e quella di Figura3.4.
Le equazioni del sistema divengono:
r u y                0,03
          s(s+0,105) G(s)= C(s)=kc
e
Figura 3.4: Sistema con controllore proporzionale
H(s) = C(s)G(s) =
kc0;003
s(s + 0;1053)
W(s) =
H(s)
1 + H(s)
=
C(s)G(s)
1 + C(s)G(s)
Attraverso questo metodo  e possibile introdurre una costante kc che fa tra-
slare verso l'alto o il basso il graco di G(s) facendo variare la pulsazione di
attraversamento. Non si riesce per o a far variare la fase,  e pertanto inevita-
bile una variazione anche del margine di fase.
La caratteristica del sistema che vogliamo migliorare  e il tempo di salita (tr)
del sistema che risulta essere eccessivo. Tra banda passante e tempo di salita
al 10% vi  e una relazione che rimane quasi costante per i sistemi del primo
ordine, ovvero:
Bptr  = 2;3
Approssimiamo il sistema con uno del primo ordine, in questo caso la ban-
da passante coincide con la pulsazione di attraversamento e si ottiene una
proporzionalit a inversa tra le due grandezze.
!atr  = 2;33.2 Controllore proporzionale 29
Facendo aumentare la pulsazione di attraversamento si produce una diminu-
zione del tempo di salita.
Il controllore che introduciamo dovr a pertanto incrementare !a. Sfortuna-
tamente con l'aumentare della frequenza la fase diminuisce, avvicinandosi
sempre pi u a -180. Un margine di fase basso introduce all'interno del siste-
ma delle oscillazioni e lo rende meno stabile alle variazioni parametriche.
Proviamo a studiare, al variare di kc, come varia sia il diagramma di Bode
del sistema sia la risposta al gradino unitario, quest'ultima ci permetter a di
osservare eventuali sovrealongazioni.
Nella Figura3.5 sono riportati i diagrammi di modulo e fase per diversi valori
del controllore proporzionale.
Figura 3.5: Sistema con controllore proporzionale30 3. Retroazione unitaria e controllore proporzionale
All'aumentare di kc aumenta anche la pulsazione di attraversamento, ma
, come dedotto, si nota una veloce degenerazione del margine di fase, che,
gi a per kc = 5, risulta non soddisfacente. Il margine di fase  e direttamente
collegato alle oscillazioni che il sistema presenta nel dominio del tempo. Per
comprendere meglio come la diminuzione di questo in
uisca sulla risposta del
sistema, tracciamo la risposta al gradino del sistema controllato dalle stesse
costanti usate in precedenza.
Figura 3.6: Risposta al gradino al variare di kc
Dalla Figura3.6 si riescono a rilevare direttamente tutte le caratteristiche
sopra descritte. All'aumentare si kc vi  e come previsto una diminuzione del
tempo di salita (tr), che passa da circa 70s per il sistema non controllato
(o controllato con un controllore unitario), a circa 15s per kc = 8. La di-
minuzione del tempo di salita per o viene accompagnata dall'aumento delle3.2 Controllore proporzionale 31
oscillazioni che arrivano no al 30% del valore a regime dell'uscita, nel caso
in cui kc = 8.
Tali sovraelongazioni costituiscono una caratteristica fortemente negativa che
rende il comportamento del sistema inaccettabile. Ifatti un tempo di salita
alto, pur essendo una caratteristica negativa, pu o essere tollerato, in quanto
comporta un sistema poco ecente ma funzionante, al contrario le sovrae-
longazioni eccessive creano, nel caso in esame, della perdita di materiale in
quanto si supererebbe la capacit a massima del serbatoio.
Per tali motivi un controllore puramente proporzionale non  e adatto a questo
sistema , poich e non riesce ad introdurre sensibili miglioramenti sul tempo
di salita senza portare anche una degenerazione del margine di fase.Capitolo 4
Sintesi del controllore
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4.1 Parametri di progetto
Fino ad ora abbiamo cercato dei metodi per migliorare le prestazioni del
sistema, nel farlo per o abbiamo valutato a posteriori i risultati ottenuti veri-
cando se fossero o meno soddisfacenti.
In questo caso imposteremo a priori le caratteristiche che vogliamo ottenere
tramite il controllore, fatto ci o sintetizzeremo un controllore ad hoc per que-
sto sistema che ottenga le prestazioni desiderate. Ovviamente non  e sempre
possibile arrivare ad una soluzione che soddis tutte le speciche.
In questo specico caso vogliamo ottenere le seguenti caratteristiche:
A) Il tempo di salita del sistema  e elevato. Come nel caso del controllore
proporzionale vogliamo che si riduca. Pi u precisamente vogliamo che in
un tempo massimo di 25s si riesca a raggiungere il 98% della capienza
del serbatoio, ipotizzata di 1m3.
B) L'errore di misura  e sempre presente all'interno dei sistemi, solita-
mente  e dovuto a fattori esterni variabili che non possono essere facil-
mente modellizzati o previsti. In questo caso viene descritto come un
errore del tipo  = sin(!t). Vogliamo che esso non produca un eet-
to maggiore dell'1% per pulsazioni ! > 12rad=s. L'errore pu o essere
pensato come additivo e sempre presente.
C) Il disturbo periodico (p0;d), gi a introdotto nello studio delle funzioni
di trasferimento del sistema, viene modellizzato come p0;d = Dsin(!t),
questo disturbo si presenta soprattutto a bassa frequenza ovvero per
!  10 2rad=s. La sua ampiezza  e abbastanza bassa D = 0;001m3=s.
Ci proponiamo di garantire che tale disturbo non produca variazioni
nel volume superiore all'1% del valore di regime.
Come  e gia accaduto nella sintesi del controllore proporzionale, le ca-
ratteristiche da ottenere possono essere tradotte in condizioni sul sistema.
Tradurre tali speciche in condizioni operative  e infatti il prossimo passo
dell'analisi.4.2 Progetto del controllore 35
4.2 Progetto del controllore
Dopo aver denito i parametri dobbiamo capire che relazione hanno con
il sistema.
A)  E necessario riuscire a tradurre la condizione sul tempo di salita in una
che possa essere direttamente dedotta dalla FdT del sistema, in questo
modo tramite il controllore sar a possibile modicarla per ottenre il
risultato voluto.
La relazione Bptr (con Bp banda passante)  e quasi costante. Possiamo
ottenere tale relazione da un sistema a singolo polo dominante che
approssimi bene quello in esame.
Ipotizziamo di avere come FdT W1(s) = 1
(1+s=p), in questo caso la
relazione con l'uscita  e:
Y (s) = W1(s)U(s) =
1
(1 + s=p)
1
s
L 1
! y(t) = [1   e
 pt]1(t)
L'ingresso  e il gradino unitario. Nello specico tr deve corrispondere a
un'uscita pari a 0,98; si ottiene pertanto:
0;98 = 1   e
 ptr e
 ptr = 0;02 ptr =  ln(0;02) = 3;9
In questo caso la banda passante coincide con il polo, poich e il graco
reale si scosta di esttamente 3dB, rispetto il graco asintotico.
Bptr = 3;9
Facciamo l'ipotesi (che poi andremo a vericare) che tale relazione val-
ga anche per il sistema che stiamo studiando. In questo modo possiamo
individuare la banda passante necessaria per ottenere un tempo di sa-
lita di 25s.
Bp  =
3;9
25
= 0;156 rad=s:36 4. Sintesi del controllore
Anche in questo caso possiamo pensare che la banda passante coincida
con la pulsazione di attraversamento; pertanto la pulsazione desiderata
 e !a(des) = 0;156rad=s.
 E necessario calcolare !a di G(s) in modo tale da poter capire di quanto
bisogna farla variare per ottenere il risultato richiesto.
-20dB/dec
-1,5 -30,9dB
Se non vi fosse il polo in p1 =  0;1053 si
avrebbe una retta di pendenza -20dB/dec
con intercetta kBjdB =  30;9dB, come si
vede nella gura a lato. L'equazione di ta-
le retta  e y =  20x   30;9 per ottenere la
!a0 basta imporre y = 0.
log10(!a0) = x =  
30;9
20
=  1;5
!a0 = 10
 1;5 = 0;03 rad=s:
-20dB/dec
-1,5
-50,3dB -40dB/dec
-0,97
Se si introduce il polo in p1 (che inizia ad
agire in log10(0;1053) =  0;97) si nota che
questo fa diminuire la pendenza della curva
di altri 20dB=dec ma non in
uisce sulla fre-
quenza di attraversamento.
La pulsazione di attraversamento di G(s) ri-
sulta pertanto !a = 0;03 rad/s.
Come si nota dalla gura vi  e una variazione
del punto in cui la retta interseca l'asse delle
ordinate.
La nuova intercetta si pu o trovare calcolando di quanto  e calata la retta
rispetto a prima, per farlo utilizziamo una proporzione.
20dB : 1dec = xdB : 0;97dec x = 20  0;97 = 19;4dB
si ottiene che la nuova intercetta  e pi u bassa della precedente di 19,4dB,
risultando complessivamente pari a qG = 50;3dB.4.2 Progetto del controllore 37
Per poter capire come progettare il controllore bisogna calcolare di
quanto  e necessario traslare verso l'alto il graco per ottenere la fre-
quenza di taglio desiderata (log10(!a(des)) = 0;8); anche in questo caso
useremo delle proporzioni.
20dB : 1dec = xdB : (1;5   0;97) x = 20(1;5   0;97) = 10;6dB
La quantit a x  e quella necessaria per ottenere !a = jp1j.
40dB : 1dec = y : (0;97   0;8) y = 40  0;17 = 6;8dB
Come risultato nale otteniamo che il graco va traslato di K = 10;6+
6;8 = 17;4dB verso l'alto per ottenere !a(des).
Per ottenere questo risultato basta introdurre una costante di valore.
KcjdB = 20log10(Kc) = 17;4 Kc = 10
17;4
20 = 7;41
Il controllore che dobbiamo introdurre per rispettare le speciche  e:
Kc = 7;14
La funzione di trasferimento del sistema in catena aperta risulta essere:
H(s) = C(s)G(s) = 7;14
0;003
s(s + 0;1053)
= 0;2
1
s(s=0;1053 + 1)
.
B) Il distrurbo pu o essere considerato come additivo al segnale d'ingresso
r(t) e sempre presente ad alta frequenza, ! > 12rad=s. Se consideria-
mo solamente il disturbo, e non il segnale di riferimento, otteniamo uno
schema a blocchi coincidente con quello in Figura3.4 solo che come in-
gresso avremmo . Risulta pertanto evidente come il disturbo presenti
FdT uguale a quella del sistema con un controllore proporzionale:
Y (s) =
C(s)G(s)
1+C(s)G(s)N(s) (L() = N(s))38 4. Sintesi del controllore
Il disturbo non deve avere un eetto superiore all'1% dell'uscita in alta
frequenza. La FdT sopra indicata rappresenta proprio una relazione tra
il distrurbo e l'uscita, attraverso questa  e pertanto possibile imporre la
condizione:
jC(j!)G(j!)j
j1 + C(j!)G(j!)j
N  Y
Consideriamo il caso peggiore, ovvero il caso in cui il disturbo  e massi-
mo. Essendo  = sin(!t) = 1, si ha N = 1.
Come Y imponiamo il massimo valore ammissibile Y = 0;01.
Il disturbo agisce solo per frequenze ! > 12rad=s, in quest'intervallo il
valore del modulo della FdT controllata e molto piccolo (jC(j!)G(j!)j 
1), pu o pertanto essere trascurato, nel denominatore, rispetto l'1.
Tenendo conto di tali considerazioni possiamo riscrivere la condizione
come:
jC(j!)G(j!)j 
Y
N
=
0;01
1
  40dB
La relazione ottenuta non riguarda l'intero sistema, ma impone un
vincolo solo su jC(j!)G(j!)j.
Per rispettare le condizioni riguardanti il disturbo  e necessario che il
controllore renda jC(j!)G(j!)j minore di -40dB quando ! > 12rad=s.
C) Questo parametro relativo al disturbo periodico p0;d risulta essere pi u
complesso da studiare rispetto i precedenti. Infatti questo fenomeno
non agisce assieme al segnale di ingresso, agisce invece a valle di esso,
pi u precisamente all'uscita della FdT del sistema (G(s)).
Nel capitolo 2 abbiamo ottenuto un'espressione esplicita per la FdT tra
p0;d e l'uscita:
Gd =
1
s
Il diagramma a blocchi che rappresenta il sistema deve essere modicato
per tenere conto anche di tale disturbo. Il nuovo diagramma  e visibile
in Figura4.1.4.2 Progetto del controllore 39
r ,ν  e u y
y
p0,d
C(s) Gu(s)
Gd(s)
Figura 4.1: Diagramma a blocchi del sistema con disturbo d(t) e rumore (t.
Analizziamo la nuova struttura per ottenere la FdT tra il disturbo d(s)
e l'uscita Y (s) (con L(po;d) = d(s)).
8
<
:
Y (s) = C(s)Gu(s)E(s) + Gd(s)d(s)
E(s) = R(s)   Y (s)
Y (s) = C(s)Gu(s)[R(s)   Y (s)] + Gd(s)d(s)
Y (s)[1 + C(s)Gu(s)] = C(s)Gu(s)R(s) + G(s)dd(s)
Y (s) =
C(s)Gu(s)
1 + C(s)Gu(s)
R(s) +
Gd(s)
1 + C(s)Gu(s)
d(s)
La FdT relativa al solo disturbo risulta essere:
Y (s) =
Gd(s)
1+C(s)Gu(s)d(s) =  G(s)d(s)40 4. Sintesi del controllore
Il disturbo  e modellizzato come un segnale sinusoidale. Dobbiamo ot-
tenere l'uscita in regime permanente relativa al disturbo per poter im-
porre che il disturbo non comporti eccessive variazioni sull'uscita.
Dalla teoria sappiamo che dato un segnale sinusoidale del tipo x(t) =
Dsin(!t) come ingresso ad un sistema con FdT G(s) l'uscita in regime
permanente risulta essere:
yrp(t) = jG(j!)jD sin(!t + \G(j!))
Il risultato appena descritto  e esattamente ci o che ci serve, visto che
per la nostra analisi la risposta permanente  e quella a cui facciamo
riferimento.
In questo caso dobbiamo ottenere un limite superiore alle variazioni di
volume. Per fare ci o dobbiamo considerare il caso peggiore e fare in
modo che questo rimanga dentro le speciche indicate; se riusciamo ad
ottenere tale risultato anche tutti i casi intermedi saranno accettabili.
Per un segnale sinusoidale il caso peggiore si ottiene quando sin(!t) =
1, pertanto il segnale diviene costante e pari a p0;d = D ed anche d = D.
Il limite minimo rischiesto pu o essere formulato come jy(t)j  0;01q1,
riscrivendolo usando le relazioni sopra indicate:
j  G(j!)jD  0;01 j  G(j!)j =
jGd(j!)j
j1 + C(j!)Gd(j!)j
 0;01=D
Il disturbo agisce a bassa frequenza e in questo intervallo jC(j!)G(j!)j 
1; pertanto il termine unitario  e trascurabile. Semplicando in questo
modo la relazione e operando semplici passaggi algebrici si ottiene:
jC(j!)G(j!)j 
0;001
0;01 jGd(j!)j ; !  10 2rad=s
A dierenza dei precedenti questo vincolo non costituisce un limite
sso per la nostra FdT ma comporta un limite inferiore costituito da
un'altra FdT. Pi u precisamente il jC(j!)G(j!)j deve essere maggiore
di quello del jGd(j!)j (Figura2.2), traslato verso il basso di 20 dB, e
ci o deve accadere per frequenze inferiori a 10 2rad=s.4.2 Progetto del controllore 41
Attraverso l'analisi appena fatta siamo riusciti ad esprimere i parametri
che ci eravamo proposti di soddisfare attraverso delle condizioni solamente su
jC(j!)G(j!)j; in questo modo dobbiamo ragionare solamente sui diagrammi
di Bode e non sull'intero sistema per progettare il controllore.
La Figura4.2 indica all'interno di un graco le regioni d'interesse individuate
dalle speciche di progetto (A,B e C).
(C)
-20
-40
-60
20
40
60
10-1 10-2 10 102
10-0,8
|C(jω)G(jω)|dB
rad/s (A) 12
(B)
Figura 4.2: Condizioni (A), (B) e (C) sul jC(j!)G(j!)j.
Dalla Figura2.1 si nota che il jG(j!)j passa attraverso la regione 'C'
ed interseca l'asse a 0 dB prima della regione 'A' (in cui invece dovrebbe
intersecarlo); il vincolo secondo il quale il graco deve passare sotto la regione
'B'  e invece rispettato.
Per ovviare al primo ed al secondo problema possiamo introdurre un
controllore proporzionale, che trasli verso l'alto il graco. Dal capitolo 3.2
sappiamo che per ottenere la frequenza di taglio desiderata bisogna alzare il
graco almeno di 17,4 dB.
Calcoliamo ora di quanto bisogna alzare il modulo in modo da rispettare la
condizione di disturbo in bassa frequenza.42 4. Sintesi del controllore
Tra i due risultati sceglieremo il maggiore, cos  che sia vericata anche l'altra
condizione.
Per prima cosa notiamo che la FdT del sistema e la retta y =  20x 20, che
delimita superiormante la regione C in Figura4.2, hanno uguale pendenza
per !  10 2 rad/s. Pertanto il gap tra le due  e costante. La retta relativa
al disturbo ha come intercetta -20dB. Nell'intervallo considerato la retta che
approssima G(j!)  e y =  20x + 20log10(kB) =  20x   30;9: L'intercetta  e
pertanto kBjdB =  30;9dB.
Per soddisfare il vincolo sul disturbo e necessario alzare la curva di 30;9 20 =
10;9dB.
Come anticipato scegliamo come valore quello maggiore, ovvero 17,4 dB.
Questo costituisce un limite inferiore ovvero qualsiasi coeciente che intro-
duca una traslazione verso l'alto maggiore risulta essere accettabile.
Il controllore proporzionale Kc che introduciamo per rispettare tali speciche
vale Kc = 8 (in realta il limite pi u stringente sarebbe 10
17;4
20 = 7;41, ma per
comodit a di calcoli utilizziamo 8).
Atrraverso l'introduzione di Kc rimane comunque vericata la condizione sul
rumore.
Come abbiamo gi a detto nel capitolo 3.2, l'introduzione del singolo Kc com-
porta delle oscillazioni nel sistema che non sono accettabili; per ovviare a tale
fenomeno dobbiamo, oltre che controllare la pulsazione di taglio, controllare
anche il margine di fase ed assicurarci che sia vicino ai 90.
La struttura nale del controllore sar a del tipo C(s) = KcC0(s) in cui C0(s)
viene introdotto per migliorare m' mantenendo comunque valide le altre con-
dizioni.
Per alzare la fase  e necessario introdurre uno zero prima della pulsazione di
taglio cos  da ottenere un aumento di 90. Lo zero deve essere posto vicino al
polo del sistema (! = 0;1053) ottenendo una quasi cancellazione zero polo;
in questo modo il diagramma reale della fase risulta quasi costante a -90,
valore che avrebbe se non vi fosse solo il polo nell'origine.
Il controllore per o non pu o essere formato da un solo zero poich e, oltre a non4.2 Progetto del controllore 43
essere causale, diminuendo la pendenza della curva di 20 dB=dec si corre il
rischio di non rispettare la specica sul rumore.
Dobbiamo pertanto utilizzare complessivamente una retta anticipatrice in
cui lo zero (zc)  e inserito nella posizione sopra descritta, mentre per quella
del polo (pc) bisogna calcolare di quanto  e possibile alzare il modulo senza
superare i -40 dB per !  12rad=s, e, in base a questo, denire la distanza
tra il polo e lo zero.
Calcoliamo per prima cosa il valore del modulo in ! = 12rad=s.
KcG(j12) = 8
0;003
 122 + j12  0;1053
122 + j12  0;1053
122 + j12  0;1053
=
=  
0;003  8
12
12 + j0;1053
122 + 0;10532 =
= 13;89  10
 6(12 + j0;1053)
Il valore 13,88  e arrotondato per eccesso, in questo modo il risultato otte-
nuto sar a leggermente maggiore rispetto a quello reale. Se progettiamo il
controllore tenendo conto di questo valore otterremo un risultato sicuramen-
te corretto anche per il valore reale di KcG(j12).
Calcoliamo ora il modulo del numero complesso ottenuto.
KcG(j12) =
p
Re(KcG(j12))2 + Im(KcG(j12))2
= 13;89  10
 6p
122 + 0;10532
= 166;69  10
 6
Utilizzando i dB si ottiene:
jKcG(j12)j = 20 log(166;69  10
 6) =  75;56dB
Attrverso il controllore possiamo alzare il modulo della FdT di massimo
35,56dB per mantenere valida la condizione sul rumore. Traduciamo tale
condizione nella massima distnaza a cui possono essere posti lo zero e il polo.
Sappiamo che la retta anticipativa fa crescere il modulo di 20 dB=dec ogni44 4. Sintesi del controllore
decade, con una proporzione otteniamo la distanza (in decadi) per ottenere
un incremento di 35,56dB.
20 dB : 1 dec = 35;56 dB : x x =
35;56
20
= 1;77 dec
In questo caso il risultato  e stato approssimato per difetto cos  da non incor-
rere in possibili errori dovuti ad approssimazioni.
Possiamo, a questo punto, denire le eettive posizioni degli elementi che
costituiscono il controllore. Lo zero come gi a detto va inserito poco prima
del polo del sistema, ad esempio in zc =  0;09 (ovvero in ! = 10 1;046). Il
polo invece, che ha un eetto deleterio sul margine di fase, deve essere po-
sizionato il pi u possibile distante dallo zero cos  che il suo eetto inizi dopo
che sia stata superata la frequenza di attraversamento. Imponiamo il valore
del polo uguale a pz =  4;5 (ovvero ! = 100;65). In decadi otteniamo che la
dierenza tra i due  e 1,7 dec, il modulo della funzione sar a pertanto inferiore
a -40dB per ! > 12 rad=s.
Da quest'analisi il controllore risulta essere:
C0(s) =
1 + s
0;09
1 + s
4;5
=
1 + 11;1s
1 + 0;22s
:
Il controllore sintetizzato per soddisfare le speciche su margine di fase,
rumore, disturbo e pulsazione di attraversamento  e:
C(s) = KcC0(s) = 8
1+11;1s
1+0;22s
I diagrammi di Bode relativi la FdT C(s)G(s) sono visibili in Figura4.3.
Si nota che, a causa dell'introduzione della retta anticipatrice, la frequenza di
attraversamento risulta traslata vero destra, senza per questo costituisce un
problema, in quanto nelle speciche viene introdotta una frequenza minima
e non una massima. Quest'aumento comporta solamente una velocizzazione
del sistema che, non essendo accompagnata da oscillazioni, costituisce un
miglioramento rispetto le prestazioni minime di progetto.
La FdT complessiva che viene gracata  e:
C(s)G(s) = 8
1 + 11;1s
1 + 0;22s
0;003
s(s + 0;1053)4.2 Progetto del controllore 45
Figura 4.3: FdT del sistema controllato, C(s)G(s).
In Figura4.3 sono riportate anche le condizioni 'A', 'B' e 'C'; vediamo che
sono tutte rispettate da C(s)G(s) .
L'ultima caratteristica da analizzare relativa a questo controllore consiste
nella stabilit a, ovvero se esso rende BIBO stabile il sistema.
Per studiare la stabilit a del sistema controllato sfruttiamo ancora una volta
il criterio di Nyquist. Il diagramma di Nyquist di C(s)G(s)  e visibile in
Figura4.4.
Questo passa molto lontano dal punto -1; il numero di giri che la curva
compie attorno al punto -1  e pertanto NCG = 0. Anche il numero di poli
instabili della FdT  e zero (nCG = 0), otteniamo pertanto che il numero di
poli instabili della funzione a catena chiusa  e nW+ = nCG   NCG = 0. La
conclusione a cui si arriva  e la stabilit a BIBO del sistema retrazionato.46 4. Sintesi del controllore
Figura 4.4: Diagramma di Nyquist di C(s)G(s).
Il controllore progettato ha mantenuto la caratteristica fondamentale del
sistema, ovvero la sua stabilit a.
4.3 Eetto di C(s) nel tempo
 E necessario a questo punto vericare se le caratteristiche che siamo riu-
sciti ad ottenere attraverso lo studio nel dominio delle trasformate sono ef-
fettivamente vericate anche nel dominio del tempo.
Per ottenere la relazione tra banda passante e tempo di salita del sistema
abbiamo approssimato il sistema con un altro a polo dominante. Attraverso
quest'ipotesi abbiamo ottenuto una condizione sulla frequenza di attraversa-
mento necessaria per un tempo di salita inferiore a 25s. Se il tempo di salita
 e eettivamente minore rispetto a tale valore l'ipotesi su cui abbiamo basato4.3 Eetto di C(s) nel tempo 47
l'analisi  e vericata.
Figura 4.5: Risposta al gradino del sistema.
Come ingresso viene utilizzato il gradino unitario, la risposta del sistema a
questo segnale viene mostrata in Figura4.5. Da questo graco si nota subito
come il tempo di salita sia molto inferiore ai 25s minimi,  e infatti intorno ai
21s, questo verica l'ipotesi fatta in precedenza. Osservando la curva si nota
che essa  e monotona crescente, non presenta infatti oscillazioni. Anche que-
sta caratteriastica era stata teorizzata nello studio precedente, per ottenerla
infatti abbiamo imposto un margine di fase di circa 90.
La speciche riguardante tempo di salita e oscillazioni risulta pertanto sod-
disfatta anche nel dominio del tempo.
La seconda caratteristica riguarda il rumore di misura  = sin(!t) con
!  12rad=s, questo non deve produrre un eetto sull'uscita superiore all'
1%. Il rumore viene sommato al segnale d'ingresso del sistema, pertanto in
questo caso il segnale d'ingresso non  e pi u solamente il gradino unitario ma
il gradino sommato al rumore; come mostrato in Figura4.1(senza per o ,in
questo caso, considerare il disturbo p0;d).48 4. Sintesi del controllore
Per vericare se la condizione  e soddisfatta  e necessario tracciare la risposta
del sistema al segnale d'entrata sopra descritto (Figura4.6).
Figura 4.6: Risposta al gradino con rumore.
Pi u precisamente in gura viene utilizzato come rumore  = sin(12t). La
pulsazione ! = 12rad=s  e quella che genera nell'uscita l'eetto pi u evidente,
il rumore  e presente per pulsazioni uguali o maggiori rispetto quella scelta
pertanto non  e possibile sceglierne una inferiore.
Nella Figura4.7 sono messi a confronto le due dierenti risposte del sistema
in caso in cui si usi come rumore  = sin(12t) oppure  = sin(20t). Da tale
graco si nota come maggiore  e la pulsazione scelta minore  e lo scostamento
che il rumore ad essa associato produce sull'uscita.4.3 Eetto di C(s) nel tempo 49
Figura 4.7: Risposta al gradino con rumore con diverse !.
Se la condizione da noi desiderata, ovvero che l'eetto del rumore sia
inferiore all'1%,  e vericata nel caso di massimo scostamento, allora  e sempre
soddisfatta.
Nel dettaglio riportato in Figura4.8 sono indicati i valori delle due curve: in
due punti in cui la prima si scosta il pi u possibile dalla seconda.
Se x = 21;79s ) y = 0;979;yrumore = 0;987 e y = jy   yrumorej = 0:008
Se x = 23;69s ) y = 0;976;yrumore = 0;983 e y = jy   yrumorej = 0:007
In entrambi i casi la dierenza tra i valori delle due curve  e in modulo inferiore
all'1%, anche se di poco. L'avvicinarsi al limite imposto era prevedibile in
quanto la distanza tra il polo e lo zero all'interno del controllore C0(s)  e vicina
a quella massima, che renderebbe il massimo eetto del rumore sull'uscita
pari esattamente all'1%.
Tali constatazioni possono essere fatte per ogni altro punto delle due curve,
in alcun caso per o si supera il limite imposto, lo scostamento massimo  e
dell'ordine dello 0,8%.
Dalle considerazioni precedenti si conclude che anche la specica riguardante
l'errore di misura viene soddisfatta.50 4. Sintesi del controllore
Figura 4.8: Dettaglio di Figura4.6.
L'ultima caratteristica del sistema che ci siamo proposti di ottimizzare
tramite l'introduzione del controllore riguarda l'eetto che, un disturbo pe-
riodico sulla capacit a di svuotamento del serbatoio, ha sull'uscita, anche in
questo caso deve essere al massimo dell'1%.
Analizziamo la risposta del sistema al gradino, tenendo per o conto della
presenza del disturbo che agisce, come si vede in Figura4.1, appena prima
dell'uscita. Il graco risultante  e visibile in Figura4.9.
In questo caso abbiamo usato come disturbo p0 = 0;001sen(0;01 t), ab-
biamo scelto come pulsazione la pi u alta possibile ovvero ! = 0;001. Tale
scelta  e basata sull'osservazione che lo scosatamento della risposta al gradino,
rispetto a quella che considera anche il disturbo, aumenta con l'aumentare
della pulsazione. Questa propriet a viene mostrata in Figura4.10 in cui ven-
gono messe a confronto due uscite del sistema in cui vi sono per o disturbi
diversi: una con ! = 0;01 e l'altra con ! = 0;005.
Se il disturbo per ! = 0;01 produce un eetto inferiore all'1% produrr a
eetti minori anche per tutti gli altri casi.4.3 Eetto di C(s) nel tempo 51
Figura 4.9: Risposta al gradino con disturbo e dettaglio.52 4. Sintesi del controllore
Figura 4.10: Risposta al gradino con disturbo a varie !.
In questo caso  e immediato notare dal graco che lo scostamento causato
dal disturbo  e dell'oridine del 0,1%, pertanto la condizione richiesta  e am-
piamente rispettata.
Abbiamo vericato pertanto che, anche nel dominio del tempo, tutte le
speciche di progetto sono state rispettate dal controllore introdotto .
Attraverso l'analisi condotta siamo riusciti a passare da un fenomeno sico
no alla sua modellizzazione. Abbiamo poi individuato le caratteristiche del
sistema indesiderate per la funzione che deve svolgere, ovvero un tempo di
salita eccessivo ed una eccessiva sensibilit a ai disturbi dell'uscita. Attraverso
un controllore, siamo riusciti a migliorare tali difetti, senza per o introdurre
eetti indesiderati, quali le sovraelongazioni, che avrebbero creato malfun-
zionamenti.
Abbiamo raggiunto il nostro scopo ovvero l'ottimizzazione del sistema.Bibliogra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